
Ìàòåìàòèêà ïºíi áîéûíøà 2019-2020 î©ó æûëûíû­

Ðåñïóáëèêàëû© î©óøûëàð îëèìïèàäàñûíû­ III êåçå­i

9 ñûíûï. 2 òóð

Æ´ìûñ óà©ûòû � 3 ñà¡àò

�ð åñåï 7 ´ïàé¡à áà¡àëàíàäû

Ýëåêòðîíäû ©´ðàëäàðìåí ©îëäàíó¡à òûéûì ñàëûíàäû

�4. ABC ³øá´ðûøûíäà AH áèiêòiãi æ³ðãiçiëãåí. A1, B1, C1 í³êòå-
ëåði ñºéêåñiíøå BC, AC, AB ©àáûð¡àëàðûíû­ îðòàëàðû. K í³êòåñi
B1 í³êòåñiíå BC ò³çóiíå ©àòûñòû ñèììåòðèÿëû í³êòå. C1K ò³çóiíi­
HA1 êåñiíäiñií ©à© á°ëåòiíií äºëåëäå­iç.

�5. �ð©àéñûñûíû­ êåìiíäå 11 á°ëãiøi áàð a æºíå b íàòóðàë ñàí-
äàðû áîëñûí. a æºíå b ñàíäàðûíû­ á°ëãiøòåðií °ñó ðåòiìåí æàçûï,
ñºéêåñiíøå 1 = a1 < a2 < a3 < . . . æºíå 1 = b1 < b2 < b3 < . . . (øåêòi)
òiçáåêòåði àëûíäû. Åãåð a10 + b10 = a æºíå a11 + b11 = b åêåíi áåëãiëi
áîëñà, a æºíå b ñàíäàðûí òàáû­ûç.

�6. Ñàëìà©òàðû m1, m2, . . . , mn, áîëàòûí n (n > 2) ãið òàñòàðû
áåðiëãåí, ì´íäà¡û ºðáið k = 1, 2, . . . , n ³øií mk � á³òií ñàí æºíå
1 6 mk 6 k. Åãåð m1 + m2 + . . . + mn ñàëìà©òàðäû­ ©îñûíäûñû
æ´ï ñàí áîëñà, îñû ãið òàñòàðûí ñàëìà©òàðûíû­ ©îñûíäûñû òå­
áîëàòûíäàé åêi òîï©à á°ëóãå áîëàòûíûí äºëåëäå­iç.

III ýòàï Ðåñïóáëèêàíñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ

ïî ìàòåìàòèêå. 2019-2020 ó÷åáíûé ãîä

9 êëàññ. 2 òóð

Âðåìÿ ðàáîòû � 3 ÷àñà

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ

Çàïðåùàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ýëåêòðîííûìè óñòðîéñòâàìè

�4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AH, à òî÷êè A1, B1, C1

� ñåðåäèíû ñòîðîí BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü K � òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå B1 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ C1K äåëèò îòðåçîê HA1 ïîïîëàì.

�5. Ïóñòü êàæäîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b èìåþò íå ìåíåå 11
äåëèòåëåé. Âûïèñàâ äåëèòåëåé a è b â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ñîîò-
âåòñòâåííî ïîëó÷èëè (êîíå÷íûå) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 = a1 < a2 <
< a3 < . . . è 1 = b1 < b2 < b3 < . . .. Íàéäèòå ÷èñëà a è b, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî a10 + b10 = a è a11 + b11 = b.

�6. Äàíû n (n > 2) ãèðü ñ ìàññàìè m1, m2, . . . , mn, ãäå mk � öåëîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî 1 6 mk 6 k äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè ñóììà m1+m2+ . . .+mn ÷åòíà, òî äàííûå ãèðè ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû ñ îäèíàêîâîé ñóììàðíîé ìàññîé.
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�4. Ò´ðà©òû íàòóðàë m æºíå n ñàíäàðû áåðiëãåí. Ò°áåëåðiíi­ ñà-
íû m+ n áîëàòûí, m ò°áåñií ©ûçûë ò³ñêå, àë ©àë¡àí n ò°áåñií ê°ê
ò³ñêå áîÿë¡àí ê°ïá´ðûøòû ©àðàñòûðàéû©. Ê°ïá´ðûøòû­ ©àáûð¡à-
ëàðûíû­ åêi ´øû äà ©ûçûë áîëñà, îñû ©àáûð¡à¡à 2 ñàíûí æàçàìûç,
àë åãåð îíû­ åêi ´øû äà ê°ê áîëñà, î¡àí 1/2 ñàíûí æàçàìûç. �àë¡àí
©àáûð¡àëàð¡à 1 ñàíûí æàçàìûç. Æàçûë¡àí ñàíäàðäû­ ê°áåéòiíäiñií
P äåï áåëãiëåéiê. P -íû­ ì³ìêií ìºíäåðií òàáû­ûç.

�5. {ai} ñàíäàð òiçáåãi áûëàéøà àíû©òàëàäû: a1 = 2020 æºíå ºðáið

n > 1 ³øií an+1 = an +
2
an
. Á´ë òiçáåêòå ðàöèîíàë ñàííû­ êâàäðàòû

êåçäåñïåéòiíií äºëåëäå­iç.

�6. ω øå­áåði ABC ³øá´ðûøûíû­ A æºíå B ò°áåëåði àð©ûëû
°òiï, îíû­ BC æºíå AC êåñiíäiëåðií ñºéêåñiíøå D æºíå E í³êòå-
ëåðiíäå ©èÿäû. BAD á´ðûøûíû­ áèññåêòðèñàñû ω-íû åêiíøi ðåòM
í³êòåñiíäå ©èûï °òåäi. BD æºíå ME ò³çóëåði K í³êòåñiíäå ©èûëû-
ñàäû.K í³êòåñiíåí AM ò³çóiíå ò³ñiðiëãåí ïåðïåíäèêóëÿð AC ò³çóií
N í³êòåñiíäå ©èñûí. Îíäà ∠BNK = ∠DNK áîëàòûíûí äºëåëäå­iç.
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�4. Äàíû ôèêñèðîâàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n. Ðàññìîòðèì
ìíîãîóãîëüíèê ñm+n âåðøèíàìè. Ïîêðàñèìm âåðøèí ìíîãîóãîëü-
íèêà â êðàñíûé öâåò, à îñòàëüíûå n âåðøèí � â ñèíèé öâåò. Çàïèøåì
íà ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà ÷èñëî 2, åñëè îáà êîíöà ýòîé ñòîðîíû
ïîêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, ÷èñëî 1/2 � åñëè îáà êîíöà îòðåçêà ïî-
êðàøåíû â ñèíèé öâåò, è ÷èñëî 1 � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïóñòü P �
ïðîèçâåäåíèå âñåõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
P .

�5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a1 = 2020, an+1 = an +
2
an

äëÿ âñåõ n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íå ñîäåðæèò êâàäðàò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà.

�6. Â òðåóãîëüíèêå ABC îêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A
è B è ïåðåñåêàåò îòðåçêè BC è AC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ D è
E. Áèññåêòðèñà óãëà BAD âî âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå M , à
ïðÿìûå BD è ME ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïóñòü ïåðïåíäèêóëÿð,
îïóùåííûé èç òî÷êè K íà ïðÿìóþ AM , ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â
òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî ∠BNK = ∠DNK.
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�5. Êåç êåëãåí î­ íà©òû x æºíå y ñàíäàðû ³øií òå­ñiçäiêòi äºëåë-
äå­iç: 1

x+ y + 1 −
1

(x+ 1)(y + 1)
< 1

11 .
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�5. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x è y äîêàæè-
òå íåðàâåíñòâî: 1

x+ y + 1 −
1

(x+ 1)(y + 1)
< 1

11 .
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